5.6. Abstand Punkt zu Ebene

Gegeben ist eine Ebene in Parameterform und die Koordinaten eines Punktes P und gesucht
ist der Abstand des Punktes P von der Ebene.
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Die Ebene in Parameterform konnte so aussehen:

E:X=a+r-v,+u-v,

Vorgehensweise:

Bestimme zunéichst den Normalenvektor n der Ebene. Dieser verlauft senkrecht zur Ebene,
wie du in obiger Skizze sehen kannst. Wie man den Normalenvektor n bestimmt, lies im
Kapitel ,,Normalenvektor* (S.30) nach.

Stelle die Parameterform einer Geraden auf, die den Punkt P als Stiitzvektor und den
Normalenvektor als Richtungsvektor hat. Diese Gerade nennt man auch Lotgerade.

g:X=p+A-n

Bestimme den Schnittpunkt der Geraden g (Lotgerade) und der Ebene E durch Gleichsetzen
(Ansatz: E = g). Wie man das genau macht, lies im Kapitel Schnittpunkt von Gerade und
Ebene nach.

Dieser Schnittpunkt ist der LotfuBBpunkt Q. Bestimme nun den Vektor PQ durch Pfeilende
minus Pfeilanfang, also Vektor q minus Vektor p. Die Lange des Vektors PQ, also der Betrag
(siehe extra Kapitel), liefert uns dann die Losung, ndmlich den Abstand des Punktes P von der
Ebene E.

Eine Alternativmethode zur Bestimmung des Abstandes eines Punktes P von einer Ebene E
kannst du im Kapitel ,,Abstandsberechnungen mithilfe der Normalenform* (S.115)
nachlesen

Zum besseren Verstindnis wird auf der nichsten Seite eine Beispielaufgabe
vorgerechnet




Beispiel: Bestimme den Abstand des Punktes P (12 /-2 / -4) von der Ebene E

2 2 1 12
E:x=|4|+s-|3 |+t 2 und p=|-2
8 4 -1 -4

Grundprinzip (Evtl. Skizze auf der vorigen Seite hinzuziehen): Man stellt die
Parameterform der Lotgeraden auf, wobei man den Punkt, dessen Abstand zur Ebene man
wissen mochte, als Stiitzvektor und den noch zu bestimmenden Normalenvektor der Ebene als
Richtungsvektor benutzen kann. Dann bestimmt man durch Gleichsetzen den Schnittpunkt der
Lotgeraden und der Ebene und erhilt somit den Lotfulpunkt Q. Jetzt kann man den Vektor
PQ bestimmen und am Schluss den Betrag des Vektors PQ, also die Lénge des Vektors PQ,
und somit den Abstand des Punktes P von der Ebene.

Wir wollen also zunéchst die Parameterform der Lotgeraden g bestimmen. Den Stiitzvektor
haben wir ja schon, nimlich den Punkt P. Den Normalenvektor der Ebene konnen wir als
Richtungsvektor benutzen. Den Normalenvektor kann man entweder iiber das Vektorprodukt,
mit Hilfe der Determinantenrechnung oder iiber das Skalarprodukt berechnen. Falls du nicht
mehr genau weillt, wie das geht, dann schau im Kapitel ,,Normalenvektor* (S.30) nach, wo
iibrigens der Normalenvektor von obiger Ebene beispielhaft vorgerechnet wird (sowohl mit
Determinanten als auch iiber das Skalarprodukt). Wie auch immer, wir haben jetzt den
Normalenvektor n und kdnnen nun die Lotgerade g aufstellen:

-11 12 -11
n=| 6 => g: Xx=p+r-n => g:x=|-2|+r-| 6
1 4 1

Als néchstes bestimmen wir den Schnittpunkt von Lotgerade g und Ebene E durch
Gleichsetzen, also dem Ansatz g=E

12 -11 2 2 1 12-11r=2+2s+t
g=FE = |=-2|+r| 6 |=|4|+s-|3|+t:| 2| = —-24+6r=4+3s+2¢
-4 1 8 4 -1 —44+r=8+4s—t

Durch Aufdroseln der Vektorgleichung in der Mitte erhalten wir 3 Komponentengleichungen,
also das Lineare Gleichungssystem rechts, welches aus 3 Gleichungen und 3 Variablen
besteht. Dieses Gleichungssystem kdnnen wir mit einem beliebigen Verfahren 16sen, also
Additions- oder Einsetzungsverfahren. Als Losung erhalten wirr =1, s=-2 und t = 3.

Den Parameter r = 1 setzen wir in die Parameterform der Lotgeraden g ein (lédnger, aber
alternativ auch moglich, konnte man die Parameter s und t in die Parameterform der Ebene E




einsetzen) und erhalten somit die Koordinaten des Schnittpunktes, der ja auch unser
LotfuBBpunkt Q ist.

12 —-11 12 —-11 12 —-11 1
ring => g:x=|-2|+r-| 6 = qg=|-2|+1-| 6 |=|-2|+| 6 |=| 4
-4 1 -4 1 -4 1 -3

Aus den Komponenten des Vektors q konnen wir die Koordinaten des Lotfullpunktes Q
ablesen und wir erhalten Q (1 /4 /-3).

Somit konnen wir jetzt den Vektor PQ bestimmen (Stichwort hinten minus vorne):

1Y) (12 ~11
PO=G-p = PO=|4 |-[-2] = PO=| 6
-3) -4 1

Abschlieend brauchen wir jetzt nur noch den Betrag des Vektors PQ bestimmen und erhalten
somit die Lénge des Vektors PQ und somit auch den Abstand des Punktes P von der Ebene E:

~-11
—1| 6 ||=y(-11) +6> +1> =121+36+1 =158 =12,57
1

PQ

Der Abstand des Punktes P von der Ebene E betriigt also 12,57 Einheiten.

Anmerkung: Wie bereits frither erwéhnt, existiert eine Alternativmethode zur Bestimmung
des Abstandes eines Punktes von einer Ebene. Diese funktioniert iiber eine Formel, die aus
der ANF (Allgemeine Normalenform) bzw. der HNF (Hesse Normalenform) von Ebenen
hergeleitet wurde und kann im Kapitel ,,Abstandsberechnungen mithilfe der Normalenform*
(S.115) nachgelesen werden. Die Alternativmethode ist immer dann besser, wenn die Ebene
in Koordinatenform gegeben ist.




