8.6.3. Fliche zwischen Funktion und x-Achse

Will man die Flache zwischen einer Funktion und der x-Achse bestimmen, geschieht das
mithilfe dem bestimmten Integral, also einem Integral, bei dem an der Integralschlange oben
und unten Integralsgrenzen dran stehen. Die Integralsgrenzen stellen das Intervall auf der x-
Achse dar. Zum besseren Verstdndnis schau dir bitte folgendes Koordinatensystem an:

Wir sehen eine Funktion f(x) und gesucht ist die Flache zwischen der Funktion f(x) und der x-
Achse in dem Intervall von a bis b Schreibweise: [a;b]. Der linke Rand des Intervalls wird mit
a und der rechte Rand des Intervalls mit b bezeichnet.

b
Der Ansatz fiir die Flache A lautet: A4 = I f(x)dx mit [a;b] als Intervallsgrenzen.

Hinweis 1: Achte immer darauf, dass a kleiner ist als b, es sei denn, die Aufgabe schreibt
ausdriicklich etwas anderes vor. Solange du diesen Hinweis beachtest, kannst du das
Vorzeichen des Ergebnisses fiir die Flache A folgendermal3en interpretieren:

Ist das Ergebnis positiv, so liegt die Fldiche oberhalb der x-Achse.
Ist das Ergebnis negativ, so liegt die Fldiche unterhalb der x-Achse.

Hinweis 2: Integrieren Sie niemals iiber Nullstellen hinweg. Du musst also bei der
Flachenbestimmung zwischen Funktion und x-Achse immer zuerst priifen, ob zwischen den
Intervallsgrenzen Nullstellen sind. Dazu benutze den Ansatz f(x) = 0. Erhéltst du keine
Nullstelle, dann gentigt obiger Ansatz fiir die Fliche A. Existieren allerdings zwischen den
Intervallsgrenzen eine oder mehrere Nullstellen, so musst du die Fliche in 2 oder mehr
Teilflachen aufteilen, denn man darf iiber Nullstellen nicht hinweg integrieren. Die einzelnen
Teilflaichen werden am Schluss zusammengerechnet, wobei man von negativen Flachen (das
minus sagt nur, dass die Fldche unterhalb der x-Achse liegt) noch den Betrag bilden muss, da
man nur mit positiven Flachen weiterrechnen darf. Bei 2 Teilflachen wiirde sich folgendes
ergeben:

A:‘A1‘+‘A2‘

Beispiel fiir die Flichenberechnung zwischen Funktion und x-Achse:




Bestimme die Fldche zwischen der Funktion f(x) = 0,5x + 1 und der x-Achse im
Intervall [2 ; 5] (Anmerkung: Keine Nullstellen im Intervall).

b
Der Ansatz in allgemeiner Form lautet: A4 = J. f(x)dx

5
Auf die Aufgabe bezogen erhalten wir: 4 = J-O,Sx +1dx
2

Nach dem integrieren erhalten wir: 4 = [0,25 xt x]z

Beachte, dass beim Integrieren die Integralschlange und dx wegtfallen. Da es sich hier um ein
bestimmtes Integral handelt, werden die Grenzen an der eckigen Klammer vermerkt. Im
ndchsten Schritt wir die Obergrenze in den Term in der Klammer eingesetzt und davon zieht
man die in den Term eingesetzte Untergrenze ab. Man merkt sich an dieser Stelle kurz:
Obergrenze minus Untergrenze !!! Nach dem Minus solltest du sicherheitshalber eine
Klammer (je nach Fall eckig oder rund) aufmachen.

A=025-57+5-[025-22 +2] = 11,25 (3) = 8,25

Das Ergebnis ist positiv und deshalb liegt die Flache oberhalb der x-Achse, wie man auch in
obiger Skizze erkennen kann. Insgesamt kdnnen wir jetzt folgende Aussage treffen:

Die Flache zwischen der Funktion f(x) = 0,5x + 1 und der x-Achse im Intervall von 2 bis 5
betrigt 8,25 Flacheneinheiten. Flicheneinheiten ist allgemein ausgedriickt. Ist x- und y-Achse
in cm beschriftet, so erhalten wir fiir die Einheit der Flaiche cm?.

Ein weiteres Beispiel, diesmal aber mit einer Nullstelle im Intervall:




Bestimme die Flache zwischen der Funktion f(x) = -0,5x + 2 und der x-Achse in dem Intervall
[1;6]. Vorsicht: Hier ist eine Nullstelle im Intervall!!!

Hier miissen wir zunichst die Nullstelle mit dem Ansatz f(x) = 0 bestimmen:
f(x)=0
~05x+2=0 | -2

—05c=-2 |:(~03)
x=4

Bei (4/0) existiert eine Nullstelle

Wenn man die Fldche zwischen einer Funktion und der x-Achse bestimmen mochte, dann
darf man iiber Nullstellen nicht hinweg integrieren. Wir diirfen also folgenden Ansatz nicht
aufstellen:

A:Jqf(x)dx

Aufgrund der Nullstellen muss die Fliche in die 2 Teilstiicke A(1) und A(2) aufgeteilt
werden. Diese Teilstiicke werden getrennt, jeweils mit einem eigenen Integral als Ansatz,
berechnet. Die Nullstelle teilt das Intervall in 2 Teilintervalle.

A1) = [ £ (x) dx 42) = [ f(x) dx
A =[-05x+2dx AQ2) = [-05x+2dx
A() =[-025x* +2x]' AQ2) =[-0.25¢% +2x]]

A1) =-025-4 +2-4—(-025-1 +2-1) A(2)=-0,25-6" +2-6—(-025-4> +2-4)
Ay =—4+8—(-025+2)=4-175=225 AQ)=-9+12-(-4+8)=3-4=-1

Obige Berechnung verlduft wie immer: Integrieren und anschlieBend Obergrenze minus
Untergrenze.

Die Flache A(1) ist 2,25 Flacheneinheiten, und da dass Ergebnis positiv ist, liegt sie oberhalb
der x-Achse. Die Fliche A(2) ist 1 Flacheneinheit gro3. Das Minus beim Ergebnis sagt nur,




dass die Fldache unterhalb der x-Achse liegt. Das Vorzeichen bei den beiden Ergebnissen
stimmt mit der Lage der Flidchen in der Skizze {iberein.

Wenn man die Gesamtfldche angeben soll, darf man nur mit positiven Fldchen rechnen.
Deshalb wird sicherheitshalber von jeder Flache der Betrag gebildet und man erhilt:

A=A +|42)| = 2,25 +-11=2,25+1=3.25
Die Fliche, die von der Funktion f(x) = -0,5x + 2 und der x-Achse im Intervall [1;6]
eingeschlossen wird, ist 3,25 Flacheneinheiten groB.

Die Aufgaben im Zusammenhang mit der Flache zwischen Funktion und x-Achse konnen
vielseitig gestaltet werden. Im Folgenden sind einige Aufgaben mit Losung. Versuchen Sie
doch mal die Aufgaben zu I6sen. Achte dabei hauptsidchlich darauf, ob Nullstellen im
Intervall vorhanden sind. Manchmal ist gar kein Intervall gegeben und man muss diese erst
berechnen, wie dies z.B. in der folgenden Aufgabe der Fall ist. Auch da helfen Nullstellen.

Uberlege dir bitte bei jeder Aufgabe, wie wohl die Funktion im Koordinatensystem aussieht
und wo die gesuchte Flache ist.

Bestimme die Flache, die von der Funktion f(x) = x? - 8x + 12 und der x-Achse
eingeschlossen wird? Losung: 10,67

Bestimme die Fliche, die von der Funktion f(x) = x? - 2x — 3 und der x-Achse im Intervall [-
2;3] eingeschlossen wird. Losung: 13,02

Bestimme die Fldche zwischen der Funktion f(x) = sin (x) und der x-Achse im
Intervall [0;27[] Losung: 4 Tipp: Nullstelle bei Pi beachten




