3.2.3. Das Einsetzungsverfahren

(Eine beliebige Gleichung nach einer beliebigen Variablen aufldsen und diese in alle anderen Gleichungen einsetzen)

Vorgehensweise:

1. Eine beliebige Gleichung nach einer beliebigen Variable auflosen, z.B. die erste
Gleichung nach x oder die zweite Gleichung nach y. Am besten nimmt man sich die
Gleichung, in der die wenigsten Variablen sind und dann sucht man sich die Variable aus,
die evtl. keinen oder den einfachsten Faktor (vielleicht eine kleine gerade Zahl) hat.

2. Die Variable, nach der in Punkt 1 aufgelost wurde, setzt man nun in alle anderen
Gleichungen ein. Deswegen heilit dieses Verfahren auch Einsetzungsverfahren.

3. Bei einem Linearen Gleichungssystem mit 2 Gleichungen und 2 Variablen erhilt man jetzt
schon eine Gleichung mit nur einer Variablen und nach dieser verbliebenen Variablen
kann man nun auflosen. Bei komplexeren Gleichungssystemen erhélt man ein neues
kleineres Gleichungssystem, das man erneut mit Punkt 1 bearbeiten muss, bis man auch
hier zuletzt eine Gleichung mit einer Variablen erhélt. Dazu gibt es spiter ein

Rechenbeispiel, bei dem es sich um ein Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 3
Variablen handelt.

4. Durch Einsetzen der bekannten Variable in eine friihere Gleichung kann man nun die
andere Variable berechnen.

5. Zur Kontrolle kann man die Probe machen, indem man die Ergebnisse der Variablen in die
Gleichungen einsetzt und wenn man richtig gerechnet hat, liefert jede Gleichung eine
wahre Aussage.

Zum besseren Verstindnis losen wir das Lineare Gleichungssystem von voriger Seite

2x+4y=-6
-3x+6y=-15

Zunichst losen wir eine beliebige Gleichung nach einer beliebigen Variable auf, sagen
wir die erste Gleichung soll nach x aufgelost werden:

2x+dy=—6 | -4y
2x=—-6—-4y ‘ 02 Nicht vergessen: Alles durch 2 teilen !!!
x=-3-2y

Diese Variable setzen wir nun in die andere, also die zweite Gleichung ein (Klammern
setzen nicht vergessen) und losen anschieflend nach der verbliebenen Variable auf

~3.(=3-2)+6y=-15

x=-3-2y
9+6y+6y=-15 | -9 x=-3-2-(=2)
12y=-24 |:2 x=-3+4
y=-2 x=1

Die andere Variable (x) kann man dann durch Einsetzen der bekannten Variable in
einen bereits aufgelosten Ausdruck berechnen (siehe Rechnung auf der rechten Seite).
Beispielaufgabe zum Einsetzungsverfahren:




Das Einsetzungsverfahren funktioniert nicht immer so einfach wie in der vorigen Aufgabe,
daher noch eine weitere Ubungsaufgabe, an der man eine kleine kritische Stelle erkennen
kann. Uberwindet man allerdings diese kleine Kritische Stelle, so hat man mit dem
Einsetzungsverfahren ein Losungsverfahren fiir Lineare Gleichungssysteme zur Hand, mit
dem man fast alle Gleichungssysteme 16sen kann, die einem in der Schule tiber den Weg
laufen konnen. Beginnen wir mit der Aufgabe:

3x+7y=27
—6x+5y=3

Wir entscheiden uns dafiir, dass wir die erste Gleichung nach x auflésen

3x+7y=27 | -7y
3x=27-7y |:3
27Ty
3

X =

Jetzt sind wir schon an der kleinen kritischen Stelle angelangt. In der vorigen Aufgabe kam
auf der rechten Seite ein einfacher Ausdruck (x = -3-2y) fiir x heraus. Hier haben wir jetzt
allerdings fiir x einen Bruch herausbekommen. Man kénnte diesen hier sogar etwas
vereinfachen, indem man 27 und 7 durch 3 teilt und so x = 9 — 7 yerhilt, allerdings wire hier
der Bruch bei y storend. Wichtig ist, dass man an dieser Stelle vor dem grofien Bruch
keine Angst hat. Wir nehmen hier also keine Vereinfachung vor, sondern rechnen mit dem
obigen Ergebnis weiter. Wir setzen also x in die andere, also die zweite, Gleichung ein, wobei
es wichtig ist, dass man um den Term, den man fiir x einsetzt, eine Klammer setzt. Um den
Bruch wegzukriegen, multiplizieren wir mit dem Nenner (3) und miissen dabei beachten, dass
wir auf der linken Seite alles was durch Plus bzw. Minus getrennt ist (allerdings nicht den
Zihler des Klammerinhaltes) mit 3 multiplizieren. Den entstehenden Ausdruck 16sen wir dann
nach y auf (links)

—-6x+5y=3
2717y LTy
-6 +5y=3 |3 3
27-7-3
~6-(27-7y)+15y=9 X=—
~162+42y +15y=9 | +162 L 272
57y=171 |:57 o
x=4%=2
y=3

Durch Einsetzen von y in einen fritheren Ausdruck kann man dann x berechnen (rechts). Hier
zeigt sich ein Vorteil des Einsetzungsverfahrens, denn der Ausdruck in den man y einsetzen
kann, ist schon nach y aufgeldst.

Wir lernen aus dieser Aufgabe, dass man beim Einsetzungsverfahren vor grofien
Briichen keine Angst haben muss, da man die Briiche durch Multiplikation mit dem
Nenner ganz leicht wieder wegbekommt!!!

Das Einsetzungsverfahren ist auch fiir komplexere Systeme, 3 Gleichungen und 3
Variablen, geeignet. Auch dazu eine Beispielaufgabe:




3x+2y—z=-2
-x+3y+4z=19
-y+2z=4
Man nehme sich eine beliebige Gleichung und 16se sie nach einer beliebigen Variablen auf.

Man beginnt mit der Gleichung, in der die wenigsten Variablen drin sind. Wir entscheiden
uns fiir die dritte Gleichung und 16sen diese nach y auf

-y+2z=4 ‘—22
—y=4-2z |-(-1)
y=2z-4

Diese Variable (x) muss nun in alle anderen Gleichungen eingesetzt werden. Mathematisch
sagt man III in I und anschliefend III in II. In Worten: Die dritte Gleichung (die nach y
aufgelost wurde) in die erste und anschlieend in die zweite Gleichung einsetzen. Beim
Einsetzen die Klammern nicht vergessen, da ein Term eingesetzt wird. Nach dem Einsetzen
werden die Gleichungen noch etwas vereinfacht

Il in I III in I1
3x+2y—z=-2 -x+3y+4z=19
3x+2-(2z-4)—z=-2 —-x+3-(2z-4)+4z=19

3x+4z—-8—z=-2 | +8 —x+6z—12+4z=19 |+12
3x+3z=6 —x+10z =31

Durch das jeweilige Einsetzen erhdlt man Gleichungen und nur mit diesen Gleichungen
wird jetzt weitergerechnet. Man hat jetzt sozusagen wieder 2 Gleichungen mit 2 Variablen
(x und z) und dieses System wird wieder mit dem Einsetzungsverfahren geldst. Sagen wir, wir
16sen die rechte Gleichung nach x auf.

—x+102=31 |-10z
—x=31-10z |-(=1)
x=10z-31

Dieser Ausdruck (x) wird in die linke Gleichung (3x + 3z = 6) eingesetzt und nach der
verbliebenen Variable (z) aufgeldst (links). Die andere Variablen (x und y) werden durch
Einsetzen in frithere Ausdrucke berechnet (Mitte und rechts).

3x+3z=6
3-(10z-31)+3z=6
(102-31)+ 3z x=10z-31 y=2z-4
302-93+3z=6 | +93 210331 y=2.3-4
332=99 [:(33) x=30-31 y=6-4




Um das Einsetzungsverfahren zu iiben, solltest du versuchen, folgende
Linearen Gleichungssysteme zu losen

Du solltest dich vor dem Losen noch mal die entsprechende Seite mit der Einteilung von
Linearen Gleichungssystemen S.52 und den sich daraus ergebenden Folgen fiir die Losungen
ansehen. Die Losungen sind auf dieser Seite ganz unten vermerkt.

Die folgenden 3 Aufgaben stellen jeweils den Typ Nr.1 von Linearen Gleichungssystemen
dar, bei denen némlich die Anzahl der Gleichungen gleich der Anzahl der Variablen ist. Es
handelt sich immer um ein System mit 2 Gleichungen und 2 Variablen. Die Aufgaben lauten
im Einzelnen:

a)

8x+6y=4 2x-y=4 2x-y=0
-6x-9y=-12 -2x+y=35 ¢ —2x+y=0

Die folgenden 2 Aufgaben stellen jeweils den Typ Nr.2 von Linearen Gleichungssystemen
dar, bei denen nédmlich die Anzahl der Gleichungen kleiner ist als die Anzahl der Variablen.
Es handelt sich immer um ein System mit 2 Gleichungen und 3 Variablen. Die Aufgaben
lauten im Einzelnen:

2x—3y+52=9‘ 2x+3y—z=4

e
-5x+3y+z=12 ) —4x-6y+2z=-10

Die folgenden 3 Aufgaben stellen jeweils den Typ Nr.3 von Linearen Gleichungssystemen
dar, bei denen némlich die Anzahl der Gleichungen grof3er ist als die Anzahl der Variablen.
Es handelt sich immer um ein System mit 3 Gleichungen und 2 Variablen. Die Aufgaben
lauten im Einzelnen:

x—y=1 2x—y =8 4x-3y=6
)| x+y=4 g2)4+05y=x h| 3x-1=3y
2x-2y =3 y=—x+7 2x =3+15y

Losungen: a)x=-lundy=2
b) keine Losung (Widerspruch)
c¢) unendlich viele Losungen (0 = 0)
d) unendlich viele Losungen
e) keine Losung (Widerspruch)
f) keine Losung (Widerspruch)
g x=5undy=2
h) unendlich viele Losungen (2 mal 0 = 0)




