3.8. Iterationsverfahren

Es gibt Gleichungen, die kann man mit normalen Werkzeugen (siche Werkzeugkasten zum
Losen von Gleichungen) nicht 16sen. Dann muss man in den sauren Apfel beilen und eines
der 3 aufwendigen Iterationsverfahren benutzen.

Zur Auswabhl stehen:

1. Halbschrittverfahren S.81
2. Sekantenverfahren (Regula Falsi) S.82
3. Tangentenverfahren (Newton) S.83

Alle 3 Verfahren setzt man mithilfe von Tabellen um, die wir auf den folgenden Seiten
kennen lernen werden. Das Tangentenverfahren ist wohl das Verfahren, welches die
schnellsten Ergebnisse liefert, allerdings sollte man es nicht anwenden, wenn die Ableitungen
zu kompliziert sind, denn die Ableitungen braucht man bei der Anwendung des
Tangentenverfahrens.

Alle 3 Verfahren haben gemeinsam, dass man sich durch Anwendung eines
Rechenalgorithmus von einem Startwert aus der tatsdchlichen Losung anndhert.

Man beginnt immer mit einem Startwert, der entweder in der Aufgabe gegeben ist oder den
man selber wéihlen muss. Je besser der Startwert gewéhlt ist, desto frither kann man das
Iterationsverfahren beenden.

Ein Iterationsverfahren wird beendet, wenn das so genannte Abbruchkriterium erreicht ist.
Das Abbruchkriterium € (Epsilon) ist erreicht, wenn gilt:

1. | 0-f (x)| <&, damit ist gemeint, dass sich der Wert von f(x) um weniger als € von
0 unterscheidet

ODER

2. |x —x

n n+l

<& , damit ist gemeint, dass sich 2 aufeinander folgende x-Werte um

weniger als € voneinander unterscheiden.

Der Wert von Epsilon gibt sozusagen die Genauigkeit der Losung an. Je kleiner Epsilon ist,
desto genauer ist das Ergebnis. Mit genau ist die Anzahl der Nachkommastellen gemeint. Ist

& =135 =0,001, dann greift das Abbruchkriterium bei der dritten Nachkommastelle, was
normalerweise ausreichend genau ist.

Das soeben beschriebene und auch das was auf den Folgeseiten beschrieben wird, wirst du
wahrscheinlich erst verstehen, wenn du ein Iterationsverfahren mal selber an einem Beispiel
durchgerechnet hast.




3.8.1. Halbschrittverfahren

Xy X, J(x) | f(x,) | x =" f(x,)

x, = Untere Grenze

x, =Obere Grenze
f(x,) = Funktionswert der unteren Grenze
f(x,) = Funktionswert der oberen Grenze

x, = Mittel aus unterer und oberer Grenze
f(x,,) = Funktionswert des Mittels

Vorgehensweise:

1.
2.
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Auf der rechten Seite der Gleichung muss eine Null stehen. Notfalls Gleichung umstellen
Bestimme einen Wert fiir die untere Grenze x, und die obere Grenze x, und berechne

die zugehorigen Funktionswerte f(x,) und f(x,) durch Einsetzen in die Gleichung. Die
Funktionswerte miissen unterschiedliche Vorzeichen haben, denn dann kann man sicher
sein, dass dazwischen eine Nullstelle liegt und diese Nullstelle ist die eigentliche Losung.
Hast du bei den Funktionswerten keine unterschiedlichen Vorzeichen, so musst du die
untere Grenze oder die obere Grenze entsprechend verdndern. Die Funktionswerte miissen
unterschiedliche Vorzeichen haben.

. Berechne den Wert fiir x,, und anschlieend dessen Funktionswert f(x,,).
. Je nach Vorzeichen von f(x,,) ersetze x, oder x, durch x,,.

Ist das Vorzeichen von f(x,,) identisch mit f(x,), dann ersetze x, durch x,,
Ist das Vorzeichen von f(x,,) identisch mit f(x,) , dann ersetze x, durch x,,.

. Berechne den neuen Funktionswert der ersetzten Grenze.
. Berechne wieder x,, und anschlieBend wieder dessen Funktionswert f(x,,) usw.
. Verfahre nach diesem Schema, bis irgendwann das Abbruchkriterium ¢ (siehe auch

erste Seite dieses Kapitels) erreicht ist, also bis sich entweder der Funktionswert f(x,,) oder
der Mittelwert x,, bei einer bestimmten Nachkommastelle nicht mehr dndert.




3.8.2.Sekantenverfahren (Regula Falsi)

¥ =x, - f(x) —e2 | f(x,)

x, |x, | f(x,) | f(x) SO = f(x,)

x, = Untere Grenze
x, = Obere Grenze
f(x,) = Funktionswert der unteren Grenze
f(x,) = Funktionswert der oberen Grenze
x, = Sekantenwert

f(x,) = Funktionswert des Sekantenwertes

Vorgehensweise:

1. Auf der rechten Seite der Gleichung muss eine Null stehen. Notfalls Gleichung umstellen.
2. Bestimme einen Wert fiir die untere Grenze x, und die obere Grenze x, und berechne
die zugehdrigen Funktionswerte f(x,) und f(x,) durch Einsetzen in die Gleichung. Die
Funktionswerte miissen unterschiedliche Vorzeichen haben, denn dann kann man sicher
sein, dass dazwischen eine Nullstelle liegt und diese Nullstelle ist die eigentliche Losung.
Hast du bei den Funktionswerten keine unterschiedlichen Vorzeichen, so musst du die
untere Grenze oder die obere Grenze entsprechend verdndern. Die Funktionswerte miissen
unterschiedliche Vorzeichen haben.
. Berechne den Wert fiir den Sekantenwert x , und anschlieBend dessen Funktionswert f(x;)
4. Die untere Grenze x, wird solange durch den Sekantenwert x, ersetzt, bis das
Abbruchkriterium € erreicht ist, also bis sich entweder der Funktionswert f(x,) oder
der Sekantenwert X, bei einer bestimmten Nachkommastelle nicht mehr dndert.
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3.8.3. Tangentenverfahren (Newton)

X S(x)) f,(x1) X, =X, —;,((—);11)) f(x,)

x, =X - Wert (am Anfang der Startwert)

f(x,) = Funktionswert des x - Wertes

f'(x,) = Funktionswert der ersten Ableitung des x - Wertes
x, = Tangentenwert

f(x,) =Funktionswert des Tangentenwertes

Vorgehensweise:

1. Auf der rechten Seite der Gleichung muss eine Null stehen. Notfalls Gleichung umstellen
2. Wihle einen Startwert fur x; aus
3. Bilde die ersten beiden Ableitungen und iiberpriife, ob folgendes gilt:

J'(x)#0 und S f(x)>0

Wenn man also den Startwert X, in die erste Ableitung einsetzt, muss ungleich Null
herauskommen. Wiirde an dieser Stelle Null rauskommen, dann wiirde das eine waagrechte
Tangente (Steigung = 0) bedeuten und mit einer solchen Tangente funktioniert das
Tangentenverfahren nicht. Anschlieend setzt man den Startwert x, in f(x) und in die
zweite Ableitung ein und multipliziert die beiden Zahlen. Der Wert sollte dann gréBer als
Null sein.

4. Fahren wir weiter fort indem wir die Tabelle ausfiillen. Den Funktionswert der
Originalfunktion f(x,) und den der ersten Ableitung haben wir bereits berechnet.

5. Wir berechnen dann also den Tangentenwert X, und anschlieBend den Funktionswert des
Tangentenwertes, also f(x).

6. Der Startwert x; wird solange durch den Tangentenwert x, ersetzt, bis das
Abbruchskriterium ¢ erreicht ist, also bis sich entweder der Funktionswert f(x,) oder
der Tangentenwert x, bei einer bestimmten Nachkommastelle nicht mehr dndert.




