4.1. Die Binomialverteilung

Auf der vorigen Seite haben wir schon ein typisches Beispiel fiir die Binomialverteilung
kennen gelernt. Im Zusammenhang mit Binomialverteilung taucht auch der Begriff
,Bernoulli-Experiment* auf. In beiden Fillen handelt es sich um Zufallsexperimente, die mit
Zuriicklegen bzw. mit Wiederholung ablaufen. Beide haben weiterhin gemeinsam, dass man
sich, aufgrund der Informationen in der Aufgabe, im Klaren dariiber werden muss, was ein
Treffer k ist. Die Aufgaben sind immer so strukturiert, dass nur 2 Félle moglich sind, nimlich
Treffer oder kein Treffer. Um bei dem Beispiel mit der Urne und den schwarzen und weiflen
Kugeln zu bleiben. Definiert man das Ziehen einer weilen Kugel als Treffer, so liegt eben
kein Treffer vor, wenn eine schwarze Kugel gezogen wird. Als Ergebnis dieses
Zufallsexperimentes kann also nur ein Treffer oder eben kein Treffer in Frage kommen. Wir
haben also nur diese beiden Moglichkeiten und aufgrund der Tatsache, dass eben nur 2
Moglichkeiten existieren, spiegelt sich in dem Wort Bi in Binomialverteilung wider, was
nédmlich 2 bedeutet. Bernoulli-Experimente sind genau so wie Experimente im
Zusammenhang mit der Binomialverteilung, also Treffer und kein Treffer, strukturiert.
Deswegen gilt fiir beide Félle auch die folgende Formel, mit der man Wahrscheinlichkeiten
fiir eine bestimmte Anzahl von k Treffern bestimmen kann.

Beim eintippen die nCr-Taste benutzen
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Dabei bedeuten die Buchstaben (Variablen) folgendes

P =Die gesuchte Wahrscheinlichkeit flir genau k - Treffer

X =ZufallsgroBe, die den Wert eines bestimmten k's annimmt
k = Anzahl der Treffer

n = Anzahl der Versuchswiederholungen

p = Wahrscheinlichkeit fiir einen Treffer

g = Gegenwahrscheinlichkeit mit ¢ = (1 - p)

Betrachten wir uns noch mal das Zufallsexperiment von der vorigen Seite. Aus einer Urne mit
6 Kugeln, von denen 2 schwarz und 4 weil} sind, wird 3mal mit zuriicklegen gezogen. Zu
diesem Zufallsexperiment konnte man jetzt folgende Frage stellen. Wie groB ist die
Wahrscheinlichkeit, dass bei 3maligen ziehen genau 2 weille Kugeln dabei sind. Das Wort
genau ist unterstrichen, weil es von grofler Bedeutung ist, dass genau 2 weille Kugeln dabei
sein sollen, also nicht weniger und auch nicht mehr. Jetzt ist es an der Zeit, zu definieren, was
ein Treffer ist und was nicht. In der Aufgabe ist nach der Wahrscheinlichkeit fiir genau 2
weille Kugeln gefragt, also definiert man das Ziehen einer weilen Kugel als Treffer. Kein
Treffer liegt vor, wenn keine weille Kugel gezogen wird, in dem Fall also eine schwarze. Da
hier genau 2 weille Kugeln gezogen werden sollen, miissen also 2 Treffer eintreten. Die
Anzahl k der Treffer ist also 2. Da insgesamt 3-mal mit zuriicklegen gezogen wird, ist die
Anzahl n der Versuchswiederholungen 3. Bestimmen wir jetzt die Wahrscheinlichkeit p, also
die Wahrscheinlichkeit, dass tiberhaupt ein Treffer eintritt, also dass {iberhaupt eine weil3e
Kugel gezogen wird. Da von den 6 Kugeln 4 weil} sind, ergibt sich gemal3 giinstige durch alle
fiir p den Wert24 . Wenn p = % ist, dann ist q automatisch 4 , denn p und q zusammen

ergeben ja den Wert 1 oder gemal3 der Formel fiir ¢ muss man p von 1 abziehen, um q zu
erhalten.




Wir halten noch mal die Ergebnisse des letzten Absatzes auf der vorigen Seite fest:
Die Anzahl n der Versuchswiederholungen ist 3

Die Anzahl k der Treffer ist 2 (genau 2 weile Kugeln)
Die Wahrscheinlichkeit p fiir einen Treffer (ziehen einer weilen Kugel) ist %

Die Gegenwahrscheinlichkeit fiir keinen Treffer (ziehen keiner weilen Kugel) q ist 4

Setzen wir diese Daten in die Formel fiir die Binomialverteilung ein, so erhalten wir:
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Interpretation des Ergebnisses: Die Wahrscheinlichkeit aus einer Urne mit 6 Kugeln, von
denen 2 schwarz und 4 weil} sind, bei 3maligem ziehen mit zuriicklegen genau 2 weif3e
Kugeln zu ziehen betragt 0,44 bzw. 44 %.

Versuche doch mal selbstdndig die Wahrscheinlichkeiten fiir genau 0, 1 und 3 Treffer zu
berechnen. Wenn du richtig rechnest, erhéltst du folgende Ergebnisse:

P(X =0)=0,04 P(X =1)=0,22 P(X =3)=030

Wenn wir diese Wahrscheinlichkeiten grafisch darstellen, erhalten wir folgende
Binomialverteilung
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Die x-Achse stellt die Zufallsgrofle X dar, die alle moglichen Werte fiir die Anzahl k der
Treffer darstellt. Fiir jeden Wert von k wird auf der y-Achse die entsprechende
Wahrscheinlichkeit P(X = k) als Balken dargestellt. Alle Balken zusammen ergeben die
Wabhrscheinlichkeit 1.




Im Zusammenhang mit der Binomialverteilung konnen die Aufgaben auch folgendermallen
gestellt sein. Gleiches Beispiel wie bisher, dass aus der Urne mit den 6 Kugeln, 2 schwarze
und 4 weille, 3mal mit zuriicklegen gezogen wird. Diesmal ist aber nicht die
Wahrscheinlichkeit fiir genau 2 weile Kugeln, sondern fiir hdchstens 2 weille Kugeln
gesucht. Das Merkmal ,,hochstens 2 weille Kugeln* trifft ja dann zu, wenn keine, eine oder 2
weille Kugeln gezogen wurden. Wir berechnen also die Wahrscheinlichkeit fiir genau keinen,
genau einen und genau 2 Treffer und addieren diese Wahrscheinlichkeiten. Mathematisch
suchen wir:

P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)+P(x=2)
Diese Wahrscheinlichkeiten haben wir auf der vorigen Seite bereits berechnet
P(X £2)=0,04+0,22+0,44=0,7=70%

Die Wahrscheinlichkeit setzt sich in diesem Fall aus mehreren Einzelwahrscheinlichkeiten
zusammen. Grafisch sind das die 3 linken Balken zusammen auf der vorigen Seite.

Interpretation des Ergebnisses: Die Wahrscheinlichkeit, aus einer Urne mit 6 Kugeln, von
denen 2 schwarz und 4 weil} sind, bei 3maligem ziehen mit zuriicklegen hochstens 2 weille
Kugeln zu ziehen betriagt 0,7 bzw. 70 %.

Auf dieses Ergebnis wéren wir iibrigens auch einfacher gekommen, wenn wir iiber die
Gegenwahrscheinlichkeit gearbeitet hitten. Wie kommt man in diesem Fall {iberhaupt
darauf, mit der Gegenwahrscheinlichkeit zu arbeiten. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit fiir
hochstens 2 Treffer besteht ja aus 3 Einzelwahrscheinlichkeiten. Wir miissen also die drei
Wahrscheinlichkeiten (0 bis 2) berechnen und anschlieBend addieren. Da wir insgesamt nur 4
Wabhrscheinlichkeiten (0 bis 3) haben lohnt es sich iiber die Gegenwahrscheinlichkeit zu
arbeiten, wenn wir zur Losung mehr als 2 Wahrscheinlichkeiten (die Hélfte von 4) brauchen.
Wir haben 3 bendtigt, also konnten wir das mal iiber das Gegenereignis probieren. Wie
funktioniert das nun?

Wir suchen ja eigentlich die Wahrscheinlichkeit fiir hochstens 2 weille Kugeln
P(X <2)
Das entsprechende Gegenereignis lautet ,,mehr als 2 weile Kugeln®, also:
P(X>2)=P(X=3)=0,3
Den Wert von P(X=3) hatten wir ja auf der vorigen Seite schon bestimmt. Diese
Gegenwahrscheinlichkeit miissen wir jetzt von 1 abziehen, denn Wahrscheinlichkeit und
Gegenwahrscheinlichkeit ergeben ja zusammen 1.

P(X<2)=1-P(X>2)=1-0,3=0,7=70%

Wir sind also viel einfacher auf die 70 % gekommen, denn wir brauchten die Formel fiir die
Binomialverteilung nur 1mal anwenden.




4.1.1. Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung bei
binomialverteilten Zufallsgrofien

Formel fiir den Erwartungswert p (Mii) oder E(X) einer binomialverteilten ZufallsgroB3e
u=EX)=n-p

In unserem Beispiel mit den weilen und schwarzen Kugeln in der Urne erhdlt man fiir den
Erwartungswert:

_ n = Anzahl der Ziehungen
p=EX)=n-p=3-3=4$=2 o
p = Trefferwahrscheinlichkeit

Was sagt uns nun der Erwartungswert. Der Erwartungswert ist der Wert, der am
wahrscheinlichsten ist, also das, was wir als Ergebnis des Zufallsexperimentes erwarten
konnen. Wenn wir in unsere grafische Darstellung des Zufallsexperimentes auf Seite 159
schauen, dann sehen wir, dass fiir die Zufallsgrof3e X = 2 tatsdchlich die Wahrscheinlichkeit
am grofBten ist. Am hdufigsten wird also das Ergebnis dieses Zufallsexperimentes sein, dass 2
von den 3 gezogenen Kugeln weil3 sind. Der Erwartungswert muss iibrigens nicht immer eine
ganze Zahl sein. In solchen Fillen muss man eben runden, denn die Zufallsgrof3e ist meist in
ganzen Zahlen angegeben, da die Anzahl k der Treffer eben ganzzahlig ist.

Formel fiir die Varianz V(X) einer binomialverteilten Zufallsgrof3e

Anzahl der Ziehungen

n=
V(X)=n-p-q=n-p- (1 - p) mit Vx)<4 p = Trefferwahrscheinlichkeit
q =

Gegenwahrscheinlichkeit
In unserem Beispiel erhalten wir folgenden Wert fiir die Varianz V(X)
V(X):npq:3%%:%=%zo,666

Die Varianz ist ein MaB fiir die Streuung der Ergebnisse um den Erwartungswert. Der Wert
der Varianz kann allerdings nicht wirklich gut interpretiert werden kann.

Formel fiir die Standardabweichung c (Sigma) oder S(X) einer binomialverteilten
Zufallsgrofle

G=S(X)=\/V(X)=\/n-p-q=\/n-p-(1—p) mit o<

Die Standardabweichung ist die Wurzel aus der Varianz. In unserem Beispiel erhalten wir:

o=S(X)=V(X)=2=082

Auch die Standardabweichung o ist ein MaB fiir die Streuung um den Erwartungswert. Wie
die Bezeichnung schon sagt, stellt sie die Abweichung vom Standard (Erwartungswert) dar.
Die wirkliche Bedeutung und Interpretation der Standardabweichung lernen wir allerdings
erst im Zusammenhang mit der Normalverteilung (S.164) kennen. Wenn du mochtest, schau
doch dort gleich mal nach.
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